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I. INLEIDING, OVERZICHT VAN ANALYTISCHE IÏÏTEGRATIEMETHODEN 
Er bestaat een aantal problemen, waarvan het oplossen leidt tot de 
wens een zogenaamde bepaalde integraal van een functie van eên variabele 
te berekenen. Enkele voorbeelden zijn berekeningen betreffende opper-
vlakten, ligging van zwaartepunten en het schatten van de gemiddelde 
functiewaarde over een gegeven interval en het oplossen van differentiaal-
vergelijkingen. 
In slechts een zeer beperkt aantal gevallen kan de integraal ana-
lytisch worden bepaald. Uanneer dit mogelijk is, wordt eerst een primi-
tieve van de gegeven functie f(x) gezocht, dat is een functie F waarvan 
de eerste afgeleide gelijk is aan f en vervolgens berekent men: 
/ 
f(x) dx = F(b) - F(a) (1.1) 
Deze wijze van werken vordt gerechtvaardigd door de hoofdstelling 
van de integraalrekening. Het bepalen van een primitieve wordt wel onbe-
paalde integratie genoemd en kan geschieden volgens ein der onderstaande 
methoden of een combinatie ervan, waarvoor naar COURANT wordt verwezen. 
De eenvoudigste methode is, dat: 
1. een primitieve van f zonder meer wordt herkend (Band I, pag.181) 
2. voorts kan een oplossing volgen door het invoeren van een nieuwe 
variabele (Band I, pag.182) 
3. door middel van partiële onbepaalde integratie (Band I,pag.19l) 
k. door de integrand f(x) in een machtreeks te ontwikkelen en de 
reeks term voor term onbepaald te integreren (Band I, pag.356); 
dit is een benaderingsmethode *" 
5. door het afleiden van récurrente betrekkingen tussen primitieven 
waardoor, bij herhaalde toepassing van de gevonden betrekkingen, 
de gezochte primitieve wordt uitgedrukt in een bekende primitieve 
(Band I, pag.191*) 
6. door, wanneer de bewerking onder punt 5 niet leidt tot een afbre-
kende reeks of produkt, de termen respectievelijk factoren, die 
voldoende dicht bij nul respectievelijk ien liggen te verwaar-
lozen; dit is dus een benaderingsmethode 
7. door herleiding tot een functie met meer dan êln variabele, dus 
door meervoudige (ï) integratie (Band II, pag.212). 
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ïïadat een primitieve is gevonden, past men 1.1 toe om de "bepaalde inte-
graal te "berekenen. 
Het komt echter vaak voor, dat de methoden 1,2, 3, 5 en 7 niet toepas-
haar zijn, en/of dat de methoden k en 6 divergerende of traag convergerende 
reeksen leveren. Methode 6 geeft nogal eens aanleiding tot het optreden van 
zogenaamde asymptotische reeksen, die, in tegenstelling tot convergente 
reeksen, slechts een resultaat van begrensde nauwkeurigheid leveren. Ze zijn 
daardoor niet altijd bruikbaar (zie STANTON, pag. 133). 
Het is dan ook nuttig te kunnen beschikken over (benaderende) integratie-
methoden, waarbij het niet nodig is een primitieve te kennen. Enkele methoden 
zullen in het volgende worden besproken en toegelicht. 
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II. FORMULERING VAN HET PROBLEEM 
De volgende twee situaties zullen worden beschouwd: 
1. er is door middel van een formule een binnen het gegeven inter-
val [a,b] continue functie van éen variabele gegeven. 
Deze functie f moet worden geïntegreerd tussen de grenzen a en 
b, en we veronderstellen, dat analytische integratie niet moge-
lijk is. 
Maar de gevraagde integraal kan worden opgevat als de oppervlakte, 
ingesloten door de volgende vier lijnen (figuur 1). 
x = a; x = b; y = 0; y • f(x) (2.1) 
(hierbij moet, in verband met de formele definitie van het be-
grip 'bepaalde integraal' (par.III) de oppervlakte boven de 
x-as positief en die onder de x-as negatief worden gerekend). 
De door (2.1) aangeduide oppervlakte zou dus met een planimeter 
of door grafische integratie kunnen worden bepaald (zie COURANT, 
Band I, pag. 108). Dit leidt echter tot een in het algemeen 
weinig nauwkeurig resultaat, zelfs wanneer het gemiddelde van 
een aantal metingen wordt genomen. Daarom zijn eenvoudige nume-
rieke benaderingsmethoden gewenst, die redelijk nauwkeurig zijn. 
2. een andere mogelijkheid is, dat de te integreren functie door 
een tabel is gegeven, dus door een rij punten 
(xi,3ri) waarin y^ = f(x/) i = 1, 2, .n 
Hierbij is dus geen formule voor f(x) bekend en i's f slechts ge-
definieerd voor de gegeven waarden x = x.. Daarom moeten methoden van 
numerieke integratie voorhanden zijn, die uitsluitend gebruik maken van 
een stel gegeven punten. 
Ter voorbereiding worden in de paragrafen III en IV enkele defini-
ties en stellingen behandeld, die voor de theorie van de numerieke inte-
gratie van belang zijn. 
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III. DEFINITIES EN STELLINGEN UIT DE INTEGRAALREKENING 
1. de bepaalde integraal over het interval |"a,b] van een functie 
die "binnen dit interval continu is, aan te duiden door: 
S = /f(x)dx, 
wordt als volgt gedefinieerd: 
Het interval [a,b] wordt gesplitst in een aantal deelintervallen 
door middel van een willekeurig aantal tussenpunten x., waarbij: 
a = x < x, < x„ <x ,<x = b 
o 1 2 n-1 n 
Nu wordt in elk interval {x., x. J , eventueel op de rand ervan, 
b 
n= k): 
een punt t. gekozen en men vormt de uitdrukking (figuur 2, waarin 
n^ 1 
s
„ = - (x,-*i - x.).f(t.) (3-D 
n .=0 1+1 i i 
Wanneer lim S bestaat en deze onafhankelijk is van de keuze van 
n -* oo n 
x- en t. dan wordt de bepaalde integraal gedefinieerd door: 
J f(x)dx = lim S = S (3-2) 
a n-*°o n 
Hieruit volgt de mogelijkheid de integraal S te benaderen door 
middel van de sommatie (3.1). Maakt men namelijk x. .-x. kleiner door n 
groter te kiezen, dan zal bij voldoend grote n de grootheid S wille-
keurig dicht tot S kunnen worden gebracht. Men heeft hierbij nog een 
zekere vrijheid bij de keuze van t., waarvan we ia paragraaf V gebruik 
zullen maken. 
2. de middelwaardestelling van de integraalrekening wijst op het 
bestaan van een 'middelwaarde1 t tussen a en b, zö, dat geldt: 
S = (b - a).f(t) a«t«b (3.U) 
106/0561;/25 A 
-5-
waarbij t in het algemeen niet nader kan worden bepaald. 
Dit betekent meetkundig (figuur 3), dat de oppervlakte S gelijk is 
aan die van de rechthoek abcci. De waarde f(t) kan worden opgevat als het 
gemiddelde van de functie-waarden over het interval [a,b]. 
Wanneer men in (3.1) de t. zou doen samenvallen met de middelwaarden 
in de intervallen [x.. ,x. J , dan zou S gelijk zijn aan S , en dus exact 
bekend zijn. Aangezien genoemde keuze van t. in de praktijk niet kan wor-
den gemaakt, neemt men hiervoor een schatting, bijvoorbeeld: 
t. = x. ; t. = g(x. + x.,,) ï ï ' ï ï 1+1 
of iets dergelijks. 
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IV. ANDERE DEFINITIES EN STELLINGEN 
1. de "binomiaalcoëfficiënt, aangegeven door: 
(, ] ('x boven k') 
waarin x een reëel en k een niet-negatief geheel getal is, wordt als 
volgt gedefinieerd: 
en 
fx\ X x-1 
•Ui" k * k-i * 
x
~^~
1
 * voor k = 1, 2, 3, 
Hieruit volgt de "belangrijke relatie: 
ö-M-fcO (*.o 
die kan worden bewezen door op de termen van het reehterlid van {h.l) de 
definitie van de binomiaalcoëfficiënt toe te passen. 
In het geval, dat x = 0, 1, 2, ..... volgt uit (k."\) een recursief 
schema ter berekening van binomiaalcoëfficiënten bij kleine waarden van 
x en k, de zogenaamde driehoek van Pascal volgens onderstaande tabel: 
\ , 
X 
0 
1 
2 
3 
k 
5 
6 
k 0 1 
1 0 
1 1 
1 2 
1 3 
1 k 
1 5 
2 
0 
0 
1 
3 
6 
10 
3 
0 
0 
0 
1 
k 
10 
k 
0 
0 
0 
0 
1 
5 
5 
0 
0 
0 
0 
0 
1 
6 
-
-
-
-
-
-
(fc.2) 
Bijvoorbeeld bij x = 5 en k = 3 komt er: 
g.4.3 _ 
3.2.1 10 
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2. het m-de verschil van de functie f ter plaatse x = a wordt als volgt ver-
kregen. , 
We beschouwen de functievaarden: 
f(a); f(a + h ) ; f(a + 2h) 
waarin h een {vaak klein te kiezen) toename van x voorstelt en definiëren 
het m-de verschil van f ter plaatse x = a, aan te duiden door A f(x) of, 
wanneer geen verwarring dreigt, door A , als volgt: 
et 
A°f(x) = f(a) (1».3) 
3-
en: 
^f(x) = A ^ f ( x ) - P^tU) m = 1, 2, .... (k.k) 
In het bijzonder volgt hieruit voor m = 1 
A1f(x) = f(a + h) - f(a) 
a 
Deze definitie levert de mogelijkheid de eerste, tweede en hogere ver-
schillen ter plaatse x = a, x = a + h, te berekenen met behulp van 
een tabel van functiewaarden. 
Een voorbeeld moge dit verduidelijken. Is bijvoorbeeld: 
dan komt er: 
f(x) = x3; a = 1; h = 1 
x f(x)=A° A 1 A 2 A 3 
1 
2 
3 
k 
1 7 
3 19 
27] 37 
6k \ ^ 61 
12 
18 
2k 
6 
6 
(fc.5) 
125 
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Om enkele belangrijke betrekkingen voor m-de verschillen aan te geven 
merken we op, dat door herhaalde toepassing van de definitie blijkt, dat, 
kort genoteerd geldt: 
a a 
* f = 1.AV 
a a 
A « 1.f ^  - 1.f 
a a+h a f ^. = 1. A° + 1. A
1 
a+h a a 
a * a+2h ~ * a+h * ; -> f J_„ = 1.A° + 2.A
1
 + 1.A2 
a+2h a a a 
A3 = 1.f
 A_. - 3.f x0, +3.f ±, -1.f + f A- * 1. A° + 3. A1 + 3. A2 + 1.A3 a a+3h a+2h a+h a a+3h a a a a 
Hieruit blijkt duidelijk hoe de m-de verschillen met de functie-vaarden 
samenhangen. De optredende coëfficiënten zijn de binomiaalcoëfficiënten 
volgens (U.2). 
Algemeen geldt: 
Am [ Akf(x) ] = ^*k[f(x)] , korter: Am Ak = Am+k m,k = 0,1,2,... (h.6) 
a a a a a 
£ - K-l)Jp.f(a + jh) 
8* • fï j=o 
f (a + mh) = î (?). à 
J=o^ 
rfflx 
De reeksen (h.l) en {k.Q) breken af bij j> m omdat dan (.)= 0. Om aan 
te duiden hoe dergelijke gelijkheden worden bewezen, tonen we de juistheid 
van (U.8) aan, in de veronderstelling, dat (k.6) en (1+.7) zijn bewezen. 
Het bewijs van (k.8) wordt geleverd volgens het beginsel van de inductie: 
de stelling wordt aangetoond voor m = 0 en wordt verondersteld te gelden voor 
willekeurige ia = k. Volgt daaruit de geldigheid voor m = k + 1, dan is daar-
mede de stelling bewezen voor elke m. Dus: 
bij m = 0: volgens (k.2) en (1+.3) is het gestelde juist 
bij m = k: volgens aanname is het gestelde juist 
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bij >*t1, f (»)
 à{ = l <!*'> 4 + 4° = " [(*> • ( *)] Af • 4° = 
f (*) & + S (k) ^ A1 = f
 x .. + A1 f 
.*• i a .L ,i a a a + kh a x + kh 
A° + A1 = /P = f 
a+kh a+kh a+h+kh a+mh 
Door vergelijking van eerste en laatste lid blijkt de juistheid van (^.8). 
Ter inleiding van een laatste stelling betreffende m-de verschillen 
grijpen we terug op tabel (^.5). Wanneer deze nog wordt uitgebreid met 
enkele x-waarden, dan blijkt het derde verschil voor elke x, gelijk aan 6 
te zijn. Algemeen geldt dan ook: 
Voor een n-de graadsveelterm (h.9) 
f(x) = a + ax + ax + + a x (a » O) 
o 1 2 n n 
geldt : 
A = ni a h = constante =f 0: " = 0 
x n x 
3. de veeltermen van LAGRMC-E, aangeduid met Q. worden gedefinieerd door: 
J 
(x-x )(x-x ).... (x-x.,)(x-x.+1).... (x-x ) Q j ( x ) = (x.-x1)(x.-x_)..(x.i."\)U.ix.A..(x.-l ) j = 1. 2»"- n 
(U-10) 
Dit zijn veeltermen van de graad n-1 in x, waarvoor geldt: 
Q..(x. ) = 1 als i = j i,j = 1,2,....n (^.11) 
= 0 als i 4- j 
Zo geldt bijvoorbeeld als n = 3: 
(x - x.j)(x - x ) 
Q 2 ( x ) = (x2- :^)(x2- x3) 
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VJordt nu met behulp van de '?.. en een aantal gegeven constanten y. 
u J 
(niet alle gelijk aan nul) de veelterm Q gevormd volgens: 
Q(x) = y^Q^x) + y2.02(x) + + y^Q^x) (4.12) 
dan geldt wegens (4.11): 
QU.) = y. 
Dus stelt Q,(x) in het algemeen een (n-1) - de graads kromme voor, die 
door de gegeven punten (x.,y.) gaat, terwijl het volgens de algebra de enige 
J J 
(n-1) - de graads kromme met deze eigenschap is. In bijzondere gevallen 
kunnen in (4.12) een of meer van de hoogste graadstermen wegvallen. Deze 
mogelijkheid zullen we buiten beschouwing laten. 
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V. DE EENVOUDIGSTE' INTTG-RATIEMDTSODEN 
vie beschouwen een functie, die in formule- of tabelvorm is gegeven 
(paragraaf II) en voeren hierbij een kortere notatie in. 
De punten x = a + th (a en h constant) zullen worden aangegeven door 
de waarde van t, we gaan in feite op een nieuwe variabele t over. Sprekend 
over de punten x •._, x , x zullen we hiermede de punten ;c = a - — h, 
x = a, x = a + 2h bedoelen. De bijbehorende functiewaarden zijn dan 
y
-1/3' 7o e n y2* 
De functie zal binnen het integratie-interval [a,b] continu worden 
verondersteld, zodat het bestaan van de bepaalde integraal is verzekerd. 
Door deze veronderstelling moet bij een getabelleerde functie tussen de 
tabelwaarden worden geïnterpoleerd, hetgeen voorlopig nog geen moeilijk-
heden zal bieden. 
Enkele numerieke intégrâtiemethoden, die rechtstreeks uit de inte-
graaldefinitie volgen, zijn: 
1. kies de x. uit paragraaf III zo, dat: 
x. .. - x. = constante h>0 en t. = x. i = 0. 1 n-1 
1+1 1 ï ï ' ' 
Dan ontstaat de eerste rechthoekregel (figuur h): 
S = J f(x) dx « h(yQ + y1 + + yn_2 + y ^ ) = S.,*' 
a 
2 . de keuze t . = x. . l evert de tweede rechthoekregel (f iguur 5) : 
S Ä h ( y 1 + y 2 + + y n - 1 + y n ) = S 2 
3 . omdat: 
l im S = l im S = S 
n -» oo n -* oo 
kan worden ges te ld: 
q 1 D » a (s, + s j 1 2' 
waardoor de trapeziuaregel ontstaat (figuur 6) 
S ~gh (y o + 2y1 + 2y2 + + 2yQ - 1 + yj 
xl 
Het sjinbool « z a l betekenen : 'wordt geschat op ' 
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k. door de keuze t. = i(x. + x. „) komt men tot de raaklijnregel (fiq. 7a» h: 
i i ï+i * ' 
in plaats van de raaklijn mac iedere 'niet vertikale' rechte worden gebruikt, 
want de verkregen oppervlakten zijn steeds gelijk aan de oppervlakte van de 
rechthoek in figuur Tb)> 
3 « h(y1/2 + y3/2 + +y n-1/2 )' 
Als inleiding tot de volgende paragraaf kan het volgende worden opge-
merkt . 
Bij de rechthoek-regels wordt de oorspronkelijke kromme vervangen door 
een 'horizontale' rechte, althans over een in de praktijk klein interval ter 
lengte h. Dit is de eenvoudigste wijze van interpoleren voor tussengelegen 
punten. Bij toepassing van de tra/peziusregel wordt de kromme benaderd door 
het polygoon door de punten (x. . y.) i = 0, 1, ....n. 
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VI. INTEGRATIE DOOR AMPAßSING VAÎJ VEELTERMEN 
In het voorgaande vera de curve y = f(x) vervangen door een poly-
goon. Een andere mogelijkheid is in plaats van de gegeven curve een 
kromme van de graad k (k = 1, 2, ....) te gebruiken bij de integratie. 
Hiertoe grijpen we terug op (^.8). 
Wordt in {k.Q) n als continue variabele opgevat, dan stelt het 
rechterlid een veelterm in ra voor, die voor ra = 0, 1,2, .... juist de 
waarden f(a + mh) aanneemt. Een voorbeeld geeft aan, hoe hiervan kan wor-
den gebruik genaakt. 
Wil men bijvoorbeeld door de punten: 
(a + jh, f(a + jh)) j = 0,1,2 h = constante > 0 
een tweede-graads curve leggen, dan kan de vergelijking hiervan direct 
worden opgeschreven, deze wordt wegens {k.B) 
Ao . /Eu A1 , fVi.\ A 2 / x - a> 
y = A a + (1> A a + (2> Aa (m = - T " " ) 
omdat de hogere verschillen volgens (k.9) geen bijdrage leveren. 
Algemener geformuleerd: 
De vergelijking van de k- de graads kromme door de gegeven punten: 
(a + jh, f(a + jh)) j = 0,1, k h = constante > 0 
luidt: 
k 
y = E (•)• AJ (nieuwe variabele: t = —— — ) (6.1). 
j=0 J a h 
Deze formule is voor het directe doel geschikter dan (k.12). 
Wordt nu het interval [a,b] waarover moet worden geïntegreerd in k 
even lange deelintervallen met lengte h verdeeld, dan kan men stellen: 
Ba+kh a+kh k 
dt = y f(x)dx«/" y dx = h. / y 
a a *6 
3 = h \ / E y o + t ( y r y o } + i i ii l i(y2-2y1+y0)+ ....+<*) **] dt 
(6.2) 
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Worât hierin k = 1 gesteld, dus bij vervanging van f(x) door een eerste-
graads veelterm, dan volgt er: 
1
 2 1 
S«h. f [yQ + t(y<| - y0)] dt = h [yQt + \ (y., - y0)f ] • = 
= s ii(y0 + y,) 
Dit is de trapeziumregel voor twee ordinaten 
Bij k = 2 en k = 3 (veeltermen van tveede en derde graad) volgen uit 
(6.2) respectievelijk de eerste en tveede regel van SIMPSON 
k = 2 : S « -1 h(j'o + l»yi + yg) 
en: 
k = 3 : S « | h(y0 + 3y1 + 3y2 + yg) 
Door beschouwing van de laatste drie formules blijkt, dat hierin de 
waarde van S wordt geschat door een gewogen gemiddelde van de ordinaten 
yQ» 3r1 » ••••y\ç te vermenigvuldigen met de lengte van het integratie-interval, 
die k»h bedraagt. Een overzicht van gewichtsfactoren voor k < 9 treft men 
aan in tabel 1. Aldus wordt in feite een schatting van het in paragraaf III.2 
vermelde gemiddelde f(t) gemaakt en daarna de middelwaardestelling (3.*0 toe-
gepast. 
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VII. DE NAUWKEURIGHEID DER IET3GRATIEMETH0DEN 
Tot dusver werden uitsluitend integratie-voorschriften afgeleid, 
de mate waarin de exacte waarde van S werd benaderd komt nu ter sprake. 
We definiëren daartoe de fout e van de schatting van S als het 
verschil van de geschatte en exacte waarde van S. Een en ander zal bij 
de trapeziumregel worden toegelicht (twee ordinaten). 
Er geldt dan: 
a+h 
e « I h(yQ + y.,} - ƒ* f(x) dx (7.1) 
a 
Een eerste manier om e te schatten kan aan (6.2) worden ontleend. 
Laat men namelijk in (6.2) onbepaald veel termen toe, dus wordt een 
hogere graads aanpassing gebruikt, en wordt vervolgens (6.2) gebruikt 
om (7.1) te berekenen, dan ontstaat voor e een (oneindige) reeks. Deze 
kan na de eerste term, die niet identiek gelijk aan nul is, worden af-
gebroken. Uierdoor kan worden gesteld (de eerste twee termen vallen weg): 
1
-t(t-1) 
- h. y ^ — 1 (y2-2:V:-y0)dt =f*| h. A* f(x) 
0 
Deze werkwijze toegepast op integratiemethoden, afgeleid uit veel-
term aanpassing, levert soortgelijke uitdrukkingen voor e . Enkele voor-
beelden zijn: 
eerste rechthoekregel : E « - \ h. A 
1 k Simpson : e « — h. A 90 a 
De kennis van e op een dergelijke wijze verkregen eist de constructie 
van een tabel van m-de verschillen, men zie de laatste kolom van tabel 1 
en de toelichting daarop. 
Een andere mogelijkheid is, te trachten e niet te schatten met 
hogere verschillen, maar met behulp van hogere afgeleiden. Daartoe zullen 
deze begrippen met elkaar in verband worden gebracht, waarbij gebruik 
wordt gemaakt van de middelwaardestelling uit de differentiaalrekening 
(zie Hota 20k, paragraaf V). 
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Volgens genoemde stelling geldt: 
A1 = f(x+h) - f(x) = h.f'(x+ 9h) = h.(A° )' 0 < 0<1 
evenzo: 
o« e2^2 
Door inductie naar n volgt: 
An f(x) = hn.f(n)(a + Bh) n = 0,1,2,... 0 < 9 4n 
Bij gebruik van deze gelijkheid ontstaan de in tabel 1 vermelde schat-
tingen van e (zie toelichting bij tabel 1). Een andere wijze om tot deze 
schattingen te komen wordt aangegeven in COURANx (pag. 306), een operatoren-
methode wordt toegelicht in MIME* , pagina 108 en STANTON* , pagina 125. 
Hier,,doet zich het feit voor, dat bestaanbaarheid en kennis van de 
afgeleiden van de te integreren functie nodig is, terwijl voor integreer-
baarheid slechts de continuïteit van f behoeft te worden geëist. In paragraaf 
10 komen we hierop terug. 
xl 
In genoemde werken worden de exacte uitdrukkingen voor e afgeleid, die 
gelijk zijn aan de uitdrukkingen in tabel 1, echter met andere waarde van 
9 . Aangezien 9 niet nader kan worden bepaald, kan men volstaan met de 
hier afgeleide benadering van e . In bijlage 3 wordt aangegeven hoe de 
exacte uitdrukkingen voor e kunnen worden gevonden. 
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VIII. DE CONVERGEIJTIE VAN BTTEOMTIEïîETHODEN MET VEELTEKM-AÄHPASSING 
In het voorgaande werd f(x) ten behoeve van het integreren in het 
integratie-interval [ a, a + kh ] vervangen door een k-de graads veel-
term bij een vaste 'stapcrootte' h. 
Van de hieruit bij verschillende k voortvloeiende integratie-
methoden kan worden verlangd, dat ze convergeren, dat wil zeggen dat 
bij een voldoend kleine waarde van h de numeriek benaderde integraal-
waarde willekeurig dicht tot de exacte waarde kan worden gebracht, dus 
dat e samen met h tot nul nadert. Bovendien is het gewenst, dat e 
voldoende snel kleiner wordt. 
Volgens paragraaf VII geldt er (zie de voetnoot in die paragraaf) 
e « e.h. APf(a) en E » c . / V ^ J B ) a < e « a + kh 
waarin c bij zekere k constant is, en s een geheel getal groter dan 
l 'S 
k voorstelt. Neemt men nu aan, dat ! f p (x) I en/of IAPf(x) J in het 
integratie-interval een bovengrens M heeft, dan is ook e begrensd als 
h ^  1. Dus dan is: 
lim e <[ je, J .M.limJ.p+1 =» 0 
h-O ' k i t* 
waaruit de convergentie volgt. 
Verder blijken voor k < 8 de gewichtscoëfficiënten (tabel 1) 
positief te zijn. Brengt men de gemeenschappelijke factor in rekening, 
dan is de som der gewichten gelijk aan kh. 
Meetkundig betekent dit bijvoorbeeld bij k = 3, dat het integratie-
interval in vier aaneensluitende deelintervallen wordt gesplitst met 
lengten respectievelijk: 
3 9 9 3 
8 h ' 8 h ' 3 h e n 3 h 
en dat hierop rechthoeken worden geconstrueerd met hoogten respectieve-
lijk: 
y0i y^t y2 e n v 3 
waarna de som der oppervlakten van de rechthoeken als benadering van 
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S wordt beschouwd (figuur 8: tweede regel van SIMPSON). 
Maar deze werkwijze komt overeen net wat wordt gedaan bij de definitie 
van de bepaalde integraal, als men de tussenpunten t. kiest volgens figuur 8. 
Het bovenstaande geldt voor k < 8. Men kan dus, bij een vast integratie-
interval verwachten, dat bij hogere waarde van k, dus kleine deel-intervallen, 
de integratieformule nauwkeuriger zal zijn. 
In aansluiting hierop kan worden opgenerkt, dat de integratie door veel-
term-aanpassing in het algemeen nauwkeurig kan geschieden door: 
1. het gegeven integratie-interval te splitsen in deel-intervallen en 
binnen elk zo'n deel-interval een 'k-de graads integratie-regel' 
toe te passen. 
of: 
2. een regel van voldoende hoge graad te gebruiken over het gehele 
integratie-interval. 
Dit laatste blijkt wel vaak, maar niet altijd mogelijk (zie BENNET, 
pfeg. 3*0. 
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IX. DE INTEGRATIEî'ffiTHODE VAH GAUSS 
In het voorgaande werd bij de integratie gebruik gemaakt van equi-
distante x-waarden. Bij de hieronder te bespreken methode van GAUSS 
wordt door een geschikte keuze van de ebsciswaarden de nauwkeurigheid 
bij het integreren belangrijk opgevoerd. 
Men gaat ervan uit, dat een aantal (niet-equidistante) waarden 
x. (i = 1,2,....n; x. < x. .. ; x1 = a; x = b) en de bijbehorende functie-
waarden zijn gegeven. ïïu wordt getracht met behulp van de gegeven x.-
waarden in [a,b] een n-tal extra waarden x. en bijbehorende functie-
waarden y. te vinden (interpoleren), die aan nader te ccschrijven voor-
waarden voldoen. 
Denkt men zich nu de x-waarden in volgorde van toenemende grootte 
geplaatst, waarbij ze worden aangeduid door x (m = 1,2 2n) met 
functiewaarden y , dan stelt men zich voor de gezochte integraal te 
schatten door: 
2n 
f(x) dx«
 Z v .y 
m=1 
Het blijkt verder mogelijk, de gewichtsfactoren w. van de oorspron-
kelijke y. gelijk aan nul te naken door een geschikte keuze van de x'.s. 
De methode van GAUSS werkt dus met 2n punten waarvan slechts de n ge-
ïnterpoleerde expliciet in rekening worden gebracht, dus: 
D n 
ftU) dx~ Z w..y. (9.1) 
< j=1 J 3 
Alvorens nader in te gaan op de integratiemethode wordt het inte-
gratie-interval [ a,b ] getransformeerd in het interval [-1,1.], door over 
te gaan op een nieuwe variabele t, die met x samenhangt volgens: 
x = i [a + b + t(b - a)] (9.2) 
De nu bekend veronderstelde x. laten we overeenkomen met de nieuwe 
J 
waarden t., waarmee de integratie zal worden uitgevoerd. 
J 
Volgens GAUSS wordt de te integreren functie vervangen door de 
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veelterai ç(t) uit (U.12). waarvan de curve door de punten (t , y ) gaat. 
m ra 
Integreert men Q(t) over [-1,1] , dan komt er: 
-ytf p /H 2n n +1 
J f ( t ) dt « / Q(t) dt = / [ 2 Q j t ) . y „ > t = E [ / Q.(t) d t l . y . 
-1 1^ 4 L n=i ^ m j = 1 L f K J J J 
Door vergelijking net (9.1) volgt hieruit: 
w. = / Q.(t) dt j = 1,2 n (9-3) 
J </ -J o 
De w.-waarden hangen blijkbaar niet af van de te integreren functie. 
J 
ze kunnen dus (afhankelijk van n) worden getabelleerd. 
Nu voegt men aan de bekend veronderstelde interpolatie-waarden t. de 
gegeven absciswaarden, aan te duiden door t ... »t „, t toe. Dit geeft 
aanleiding tot het ontstaan van veeltermen Q , waarvoor geldt: 
als 
en 
F (t) = (t-tj.(t-t_) ( t - t ) 
n i d n 
G. (t) = ( t - t _,_,). ( t - t ^0) ( t - t .. J . ( t - t 1 1 ± 1 ) ( t - t . ) 
k n+r n+2 n+k-1 n+k+1 2n 
dan i s : 
F ( t ) .C (t) 
<Lv( t ) =FTT JLrT7ï . k - 1,2 n (9.U) V k v * ; F ( t
 A, *..G, ( t .. v n n+kr kN n+k; 
Hieruit volgt , dat w , evenredig i s met: 
+1 
Fn(t).Gk(t) dt (9.5) 
De grootheid G,.(t) stelt een veelterm in t van de graad n-1 voor. Deze kan 
worden opgevat als een gewogen som van t (=1), t , t . Dit houdt in. 
dat de uitdrukking (9.5) en dus ook w . gelijk aan nul wordt, als voldaan 
is aan het stelsel van voorwaarden: 
-1 
J*-? (t).tp dt = 0 p = 0,1 n-1 (9.6) 
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Dit is een stelsel vergelijkingen in de onbekenden t.(j = 1,2,.....n), 
J 
dat de gewenste oplossingen voor t. blijkt te leveren. 
Door in (9.6) F (t) volledig uit te schrijven blijkt, dat t. en (-t.) 
n J %} 
tegelijkertijd aan {9.6) voldoen. Is n oneven, dan is er sprake van een 
'middelste waarde' van t., waarvoor t. = -t. en die dus gelijk is aan nul. 
J 0 J
 m 
De bij twee tegengestelde waarden van t. behorende w'.s zijn gelijk; dit zal 
volgen uit het behandelde in paragraaf 11. Rekening houdend met de laatste 
opmerkingen zijn in tabel 2 de uit (9.6) berekende t.......t vermeld, met 
de corresponderende gewichten v.. w . 
Tot dusver werd alles uitgedrukt in de variabele t, zodat nog moet wor-
den overgegaan op de oorspronkelijke variabele x. In verband met (9«2) volgt 
er: 
/f(x) clx = J(b-a). f f ( ^ + t. 5=Ä) dt 
Dus de integratie-regel krijgt de volgende gedaante: 
ƒ f(x) dx = i(b-a) J w..f(-^ + t..*=ä) (9.7) 
a j=i ^ * J * 
waarin w. en t. aan tabel 2 worden ontleend. 
J 3 
Ook bij de GAUSS-integratie kan een schattingsformule voor de fout wor-
den verkregen. Zonder bewijs wordt hier vermeld, dat een der mogelijke for-
mules luidt: 
(2n) 
De hierin optredende coëfficiënt van f (ö) heeft de limiet nul als 
men n onbeperkt laat toenemen. (Een bewijs wordt verkregen door voor de fa-
culteiten de benaderingsformule van STIRLING, zie BRONSTEIN pag. 138, in te 
(Pn) 
vullen). Is de functie f (x) continu binnen [ a,b] , dan heeft de absolute 
waarde van deze functie een bovengrens M . Hierdoor geldt, in verband met 
het voorgaande: 
lim e = 0 
Door dus voldoende interpolatie-punten te gebruiken kan de fout willekeurig 
klein worden gemaakt. 
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X. EEK NUMERIEK VOORBEELD 
Bij wijze van voorbeeld zullen ve de waarde van de integraal: 
2 
S = / - ux = In 2 = 0,6931 *i718 (afgerond) 
1 
(10.1) 
op verschillende manieren, numeriek benaderen. 
Eerst worden veeltermen van de graad k = 1, 2 en k aangepast, zoals 
aangegeven in onderstaande tabel. De stapgrootte h bedraagt 0,25« De 
trapeziumregel (k=1) wordt hierbij toegepast op elk tweetal opeenvolgende 
ordinaten y. en de resultaten gesommeerd, bij k = 2 wordt het integratie-
J 
interval in twee dubbele intervallen verdeeld. Bij k = k kan de 'vierde-
graadsregel' direct worden toegepast. De berekeningen verlopen volgens 
onderstaand overzicht. 
j X. 
0 1,00 
1 1,25 
2 1,50 
3 1,75 
k 2,00 
• "Vi 
~ ze. 
eindcorrect 
1 
«3 x. 
1,00000 
0,00000 
0,66667 
0,571^3 
0,50000 
s 
e = 
;iex) = 
e' = 
C. 
J 
1 
2 
2 
2 
1 
k = 1 
Vi 
1,00000 
1,60000 
1,33333 
1,11+286 
0,50000 
+5,57619 
0,69702 
0,69315 
0,00387 
- 0,00391 
- 0,00001+ 
C. 
1 
k 
2 
1+ 
1 
+
"Ï7 
k = 2 
Vyó 
1,00000 
3,20000 
1,33333 
2,28571 
0,50000 
+8,3190U 
0,69325 
0,69315 
0,00011 
- 0,00012 
- 0,00001 
C. 
0 
7 
32 
12 
32 
7 
k = 1+ 
V y j 
7,00000 
25,60000 
8,00000 
18,28571 
3,50000 
+62,38571 
0,69317 
0,69315 
0,00003 
- 0,00006 
- 0,00003 
De fout neemt hier af bij gebruik van een hogere graadsveelterm. 
71 
zie bijlage 3 
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Laten we vervolgens E onbekend veronderstellen en trachten de vaarde 
ervan te schatten. In ons voorbeeld 10.1 geldt voor de n-de afgeleide van 
f(x): 
f(n)(x) = (-Dnn! x"n-1 (10.2) 
Voor k = 1 volgt uit (10.2) en de laatste kolom van tabel 1, dat bij twee 
opeenvolgende ordinaten geldt: 
e = e2 = 1 I h 3 ( - i ) 2 2!9-3 = -£h3 e"3 
waarin 9 een niet nader te bepalen punt in het interval [1,2 ] aanduidt. 
Maar men kan wel een binnen dit interval geldende bovengrens van de absolute 
waarde van e verkrijgen door 8 gelijk aan 1 te stellen. Bij gebruik van 
vijf ordinaten, dus vier deelintervallen binnen [1,2] , geldt dan ook: 
ld «1,. |{h3| = | h 3 
Wanneer k = 2 of k vindt men op dezelfde wijze, dat |e| niet groter 
dan -rr h , respectievelijk —-pir h kan zijn. Dit zijn bedragen, die in ruime 
mate kunnen afwijken van de juiste waarde van je| , zoals wordt gedemonstreerd 
in de volgende tabel, waarin met h = 0,25 is gewerkt. 
(h = 0,25) k * 1 k = 2 k = U 
bovengrens |e| 0,010^2 0,00052 0,00037 
juiste |ej 0,00387 0,00020 0,00002 
Omgekeerd kan men een zekere nauwkeurigheid eisen en de waarde van h 
hierbij aanpassen. Verlangt men bijvoorbeeld als k = k dat e in absolute 
-k 
waarde kleiner dan 10 wordt, dan moet: 
• ^ hT < 10 en dus h < 0,206 dus kies h = 0,20 
Deze waarde van h is kleiner dan strikt nodig is om de gewenste nauw-
keurigheid te bereiken. 
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Heeft f(x) een wat ingewikkelder vorm dan in ons voorbeeld, dan zal in 
het algemeen niet eenvoudig volgens het bovenstaande een grens voor | e | aan 
te geven zijn door de gecompliceerde vorm van de (hogere) afgeleiden van 
f(x). Ook zijn vaak, zoals in het geval van een getabelleerde functie, de af-
geleiden niet bekend. Dan kan nog met ia-de verschillen worden gewerkt bij 
het schatten van e . In het voorbeeld verloopt deze berekening als h = 0,25 
en k = 1 respectievelijk 2 als volgt: 
j X. 
J 
0 1,00 
1 1,25 
2 1,50 
3 1,75 
k 2,00 
en verder 
bij k = 
, , - . • » 
1,00000 
0,80000 
0,66667 
0,571^3 
0,50000 
1: e s lu 
A1 
- 0,20000 
- 0,13333 
- 0,0952** 
- 0,071^3 
1, ^ 
2 3 
h A J 
+ 0,06667 - 0,02858 
+ 0,03809 - 0,01^28 
+ 0,02381 
,) = -L-r« 0,06667 = 0,00556 
A* 
+ 0,011*30 
• 
bij k = 2: £ = 2 . ^ h A y 0 ) = T^.0,01U30 = °» 0 0 0 0 8 
Men vergelijke deze waarden voor e met die uit de eerste tabel van deze para-
graaf. 
Het zal na het voorgaande duidelijk zijn, dat onze formules voor E niet 
in de eerste plaats zijn bedoeld om een nauwkeurige schatting van deze groot-
heid te geven, maar om de orde van grootte van e te leren kennen. De formules 
waarin de hogere machten van h voorkomen, geven een indruk hoe snel * e naar 
nul gaat * als h kleiner (dan 1) wordt gemaakt. 
Het schatten van e kan vaak worden vermeden door de volgende werkwijze, 
waarbij toch een indruk van de nauwkeurigheid wordt verkregen. Bij zekere 
stapgrootte h wordt de integraal geschat volgens een eenvoudige regel, bij-
voorbeeld de trapeziumregel. Daarna wordt dezelfde rekenwijze toegepast met 
de gehalveerde stapgrootte. Zo ontstaan twee opeenvolgende schattingen van 
de integraal. Men herhaalt de halvering van de stapgrootte zo vaak, totdat 
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twee opeenvolgende schattingen minder dan een te voren aangenomen "bedrag ver-
schillen. De laatste schatting wordt als de juiste waarde van de integraal 
beschouwd. 
Deze werkwijze demonstreren we aan de hand van ons voorbeeld (10.2) bij 
de trapeziumrogel, door middel van onderstaand overzicht, waarin de gebruikte 
coëfficiënten zijn vermeld. 
nummer gemeensch. 
berekening h factor 
x= 
, 9 10 11 12 13 1U J5 « • •* ' , 1
 S T ~8 T &^ 1 8 2 i n t e S r a a l 
(trapezium-
, 8 8 8 8 8 8 8 1 - . x 
y=1
 9 TS 17 "Î2 Ï3 Tk I f * r e s e l ) 
1 
2 
3 
k 
i 
2 
1 
1 
8 
i 
1 
Ç 
1 
8 
1 
15 
1 
1 
1 
1 2 
2 
2 2 
2 
2 
2 2 
2 
2 
1 0,75000 
1 0,70833 
1 0,69702 
2 1 0,69^12 
Gezien het verloop der benaderingen van de integraal kan men aannemen, 
dat na de vierde berekening de eerste twee cijfers achter de.fcpma. juist 
zijn. 
0 
Tenslotte passen we de methode van GAUSS op het voorbeeld toe met ge-
bruik van slechts drie ordinaten. 
Hierbij wordt het integratie-interval [1,2 ] van de variabele x getrans-
formeerd in het interval [-1,1] van t door de relatie (zie (9.2)): 
x = l (3 + t) 
In verband met (9^7) ontstaat dan het volgende rekenschema, waarin w. 
en t. zijn ontleend aan tabel 2 
1 
2 
3 
- 0,771*597 
0,000000 
+ 0,77^597 
0,555556 
0,888889 
0,555556 
integraal-waarde volgens GAUGS 
y j = 3+t, 
0,1*9357 
0,333333 
0,261*929 
w. y . 
0 J 
s = 
0,2l»96U28 
0,2962963 
0,11*71828 
0,693122 
- 0,000025 
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Hier blijkt de methode van GAUSS met drie ordinaten nauwkeuriger te 
zijn dan de regel van SIMPSOIï, toegepast op vijf ordinaten. Het is dan ook 
vooral vanwege de besparing in ordinaten dat de methode van GAUSS wordt ge-
bruikt. 
Door in (9.8) de waarde van 9 gelijk aan 1 te stellen volgt er in ver-
band met (10.2): 
l E K f [ % L ] : ^j-.(-i)6.6i= 0,00071 
een waarde die overigens aanzienlijk hoger is dan de juiste waarde van lel. 
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XI. AFGERONDE IÏÏT3RP0LATIEPUNTEÏÏ BIJ DE GAUSS-IÏÏTEGRATIE,VOORBEELD 
In de vorige paragraaf vera verondersteld, dat de te integreren 
functie door een formule vas gegeven. Hierdoor konden door berekening 
de functiewaarden in de interpolatie-punten t. nauwkeurig worden be-
paald. 
Anders wordt het, wanneer de functie uitsluitend in tabelvorm be-
kend is .In dat feval zal in het algemeen eerst moeten worden geïnterpo-
leerd om met behulp van de waarden f(t.) de GAUSS-integratie te kunnen 
uitvoeren. 
Om de interpolatie te vermijden of op zijn minst te vereenvoudigen 
kan men de t.'s uit tabel 2 afronden op enkele cijfers achter de komma 
en bij deze t.-waarden de passende w.'s berekenen volgens (9^3). Hier-
bij worden met behulp van de afgeronde waarden van t. veeltermen van 
LAGRANGE (par.U) gevormd, die worden geïntegreerd over [-1,1 ]• 
Een eenvoudiger rekenschema om w. te bepalen volgt uit onderstaande 
J 
overwegingen, die leidden tot de tabellen 2A, B en C. Wanneer een veel-
term van een graad lager dajri 2n volgens GAUSS wordt geïntegreerd, zal 
de uitkomst, op reken-onnauwkeurigheden na, gelijk zijn aan de exacte 
integraalwaarde. Omdat immers de gegeven functie wordt vervangen door 
een veelterm van de graad 2n-1 (volgens de opmerking v6ör (9»3)). In 
het bijzonder zullen execte uitkomsten worden verkregen bij de GAUSS-
integratie van de machten t*"(k = 0,1, 2n-l). Daarom geldt er: 
n , +1 f= 0 (k oneven) 
2 Vi = f t öt = ui- k " °»1» » 2 n~ 1 
j=1 J J -4\ k / 2 ,, x 
U — (keven) ^ ^ 
Hierin stellen t. de (afgeronde) interpolâtiepunten uit de tabellen 
2, 2A, B, C voor en w. de p;ewichtscoëfficiênten, die kunhen worden be-
paald uit een n-tal, bijvoorbeeld de eerste n van bovenstaande lineaire 
vergelijkingen in de onbekenden w.. 
Worden in (11.1) de t. ' s vervangen door hun tegengestelde, dan 
levert het stelsel dezelfde oplossingen voor w.. Dit bevestigt de op-
J 
merking uit paragraaf 99 dat de bij twee tegengestelde vaarden van t. 
J 
behorende w.'s gelijk zijn. 
J 
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Tenslotte nog enkele praktische opmerkingen: 
Het komt voor, dat van een functie y = f(x) een stel vaarden 
(x., y.) worden bepaald en dat men hiermee een numerieke integratie vil 
3 3 
uitvoeren, bijvoorbeeld om een oppervlakte te bepalen. Dan kan het aan-
beveling verdienen de x.'s equidistant te kiezen, zodat de methoden van 
integratie met veeltermaanpassing kunnen vorden gebruikt. Kunnen door om-
standigheden slechts weinig metingen worden verricht, dan is het gunstig 
de onderlinge plaats van de x.'s zó te kiezen, dat de daaruit afgeleide 
waarden van t. het patroon van GAUSS volgen. Hierna kan de GAUSS-inte-
gratie met de gekozen (afgeronde) t.-vaarden volgen. 
J 
We passen nu de GAUSS-integratie toe op het voorbeeld 10.1 en ge-
bruiken hierbij drie ordinaten en respectievelijk drie en êén decimalen 
in t.. Het overzicht van de berekeningen wordt : 
Indien t. afgerond 
op 3 decimalen 
Indien t. afgerond 
op 1 decimaal 
j 
1 
2 
3 
t. 
3 
- 0,775 
0,000 
+ 0,775 
V. 
3 
0,55^977 
0,890045 
0,554977 
73 
0,449438 
0,333333 
0,261*901 
V. 
J 
0,520833 
0,958333 
0,520833 
yj 
0,45^5 
0,333333 
0,263158 
Integraal volgens GAUSS 0,693123 0,693248 
Ook hier zijn de resultaten opmerkelijk nauwkeurig. 
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XII. MEERVOUDIGE IÏÏTEGRALEIÎ 
Tot nu toe kwamen integralen met êên onafhankelijk veranderlijke 
x ter sprake. Het blijkt echter, dat de besproken integratiemethoden 
kunnen worden veralgemeend zodat men ze kan toepassen bij de berekening 
van meervoudige integralen. 
Laten we dit illustreren bij de GAUSS-integratie van een functie 
van tvee variabelen: 
d b 
f(x,y) dx dy 
y=c x-a 
Het integratie-gebied is een rechthoek, de waarde van S is gelijk 
aan de inhoud van de ruimte boven de rechthoek en beneden het vlak 
z = f(x,y), zoals aangegeven in figuur 9. 
Door een transformatie van x en y in de trant van (9*2) kan het 
vraagstuk worden teruggebracht tot de berekening van: 
+1 +1 +1 +1 
S = J f f(x,y) dx dy = ƒ [ f f(x,y)dx]dy (12.1) 
-1 -1 -1 -1 
De laatste gelijkheid is volgens de integraalrekening zinvol en 
geeft aan dat eerst de binnenste (enkelvoudige) integraal wordt be-
rekend, waarbij y als onbekende constante wordt opgevat. Dit levert 
een uitdrukking in y, die vervolgens naar y wordt geïntegreerd. 
Uordt op (12.1) bijvoorbeeld de GAUSS-integratie toegepast met 
twee tussenpunten, dan verkrijgt men voor de binnenste integraal: 
+1 
f(x,y) dx «w1.f(t1,y) + wg . f(tg,y) 
T I 
Door deze uitdrukking naar y te integreren volgens GAUSS komt er: 
s « w r [^.ilt^t^ + w2.f(trt2)] + w2. [w.j.fftg,^) + w2.f(t2,t2)] 
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In korte nota t ie wordt d i t , uitgewerkt (zie figuur 10): 
S « w ^ f ^ +
 Vlw2f12 + v ^ f g , + w2w2f22 
3edraagt het aantal tussenpunten n, dan ontstaat analoog na overgang op de 
oorspronkelijke variabelen 
n n 
0 b-a d-c E E w.w. .z . . 
waarin: 
_ - /b+a . b - a d+c d-Cv 
Zij - f ( T + VT ' ~ + V ~> 
Wat voor de GAUSS-intégrâtie werd afgeleid geldt ook voor in tegra t ie 
auidistante tussei 
de passende betekenis. 
met eq npunten, men geve de symbolen t . , t . , w . en w. slechts 
i j i J 
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XIII. SAMENVATTING 
In deze nota werden enkele methoden voor numerieke integratie 
afgeleid en toegelicht. De eenvoudigste hiervan konden worden ontleend 
aan de definitie van de bepaalde integraal. Bij het ontwerpen van 
nauwkeuriger (en daardoor ingewikkelder) rekenschema's voor numerieke 
integratie kwamen begrippen ter sprake zoals 'm-de verschillen', 
'veeltermen van LAGRANGE' en 'aanpassing van een k-de graadscurve *. 
Ook werd bij de verschillende methoden aandacht besteed aan de 
nauwkeurigheid, dat wil zeggen de mate waarin de numerieke integraal 
afwijkt van de exacte waarde. 
De integratiemethode van GAUSS werd behandeld vanwege haar grote 
nauwkeurigheid. De in de geraadpleegde literatuur bestaande verzameling 
tabellen met constanten voor GAUSS-integratie is uitgebreid met de 
tabellen 2A en 2C en opgenomen in bijlage II. 
Tenslotte is in het laatste hoofdstuk aangestipt hoe het probleem 
van de numerieke meervoudige integratie kan worden opgelost met be-
hulp van de reeds beschreven methoden van enkelvoudige integratie. 
Een aantal intégrâtiere^els werd niet behandeld, zoals bijvoor-
beeld de 'open' regels bij equidistante tussenpunten, waarbij de 
ordinaten van begin- en eindpunt van het integratie-interval niet 
worden gebruikt. 
In analogie met het voorgaande kunnen regels voor numerieke 
(meervoudige) differentiatie worden afgeleid, die uiteraard alleen 
van belang kunnen zijn, wanneer de betreffende functie niet in een 
(hanteerbare) formule-vorm is gegeven. Men kan hiertoe bijvoorbeeld 
rondom het punt, waarin de afgeleide moet worden bepaald een interval 
aanbrengen met equidistante deelpunten. Vervolgens kan de afgeleide 
benaderingsgewijs worden bepaald door (6.2) naar x te differentiëren. 
Voor k = 1,2,.... ontstaat dan een stel differentiatie-formules in de'' 
trant van tabel 1. 
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Bijlage 1 
Tabel 1 
Coëfficiënten voor numerieke integratie over het interval [ x , x. ] bij ge-
bruik van equidistante (tussen)punten x»,x1, ....... x, ., x. met onderlinge 
afstanden ter grootte h. 
. gemeens ch. .__ ... 
1 
2 
3 
h 
5 
6 
7 
8 
factor 
1/2 
1/3 
3/8 
2A5 
5/288 
1/1U0 
7/17280 
1*M175 
6 - 7 8 
1 
1 
1 
7 
1 
k 
3 
32 
19 75 
U1 216 
1 
3 
12 
50 
27 
1 
32 
50 
272 
7 
75 
27 
c 
1/12 
1/90 
3/80 
8/9U5 
275/12096 
9/1U00 
P 
2 
u 
k 
é 
6 
8 
19 
216 in 
751 3577 1323 2989 2989 1323 3577 751 8183/518U00 8 
989 5888 -928 Î0t96 -U5I+0 101*96 -928 5888 989 2368A67775 10 
Toelichting 
k = 
De integratie over het interval [x., x_ ] kan geschieden met de regel 
3 uit de tabel, dus: 
S « | h . [i.y0 + 3.y1 + 3.y2 + l.y3] 
waarbij ( l aa t s t e kolom van tabe l 1): 
3 k 
80 3 
[ • ch , à%] 
maar ook e « -^ -h . h y * ' ( 9 ), . 3 
'80 ,xo<e<x3 
[c h. h p y ( p ) ( e ) ] 
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Bijlage 2 
Tabel 2 
Coëfficiënten sroor GAUSS-integratie, t. in tien decimalen 
n 
2 
3 
1* 
5 
6 
7 
8 
9 
10 
106/056U/25/31* 
+ t . 
- J 
0,5773502692 
0 
0,77^5966692 
0,33998101*35 
0,8611363116 
0 
0,53311693101 
0,90617981*59 
0,2386191861 
0,6612093865 
0,932U695l^2 
0 
0,1*0581*51511* 
0,7^15311856 
0,9^91079123 
0,1831+3*!61*25 
0,5255321*099 
0,7966661*771* 
0,9602898565 
0 
0,32l*253l*23l* 
0,6133711*327 
0,8360311073 
0,9681602395 
0,11*8871*3390 
0,1*3339539^1 
0,6791*095683 
0,8650633667 
0,9739065285 
Wj 
1 
0,8888888889 
0,5555555556 
0,65211*515^9 
0,31*785^81*51 
0,5688888889 
0,1*786286705 
0,2369268851 
0,1*67913931*6 
0,3607615730 
0,171321*1*921* 
0,1*179591837 
0,3818300505 
0,2797053915 
0,129^81*9662 
0,3626837831* 
0,31370661*59 
0,22381031*1*5 
0,1012285363 
0,3302393550 
0,31231*70770 
0,260610696!* 
0,18061*81607 
0,081271*3881* 
0,295521*221*7 
0,2692667193 
0,2190863625 
0,11*9^5131*92 
0,06667131*1*3 
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Tabel 2A 
Coëfficiënten 
n 
voor GAUSS--integratie, 
+ t. 
- J 
t. 
3 
m drie decimalen 
w. 
2 
3 
10 
0,577 
0 
0,775 
0,340 
0,361 
0 
0,538 
0,906 
0,239 
0,661 
0,932 
0 
o,4o6 
0,741 
0,949 
0,183 
0,526 
0,797 
0,960 
0 
0,324 
0,613 
0,836 
0,968 
0.1U9 
0,433 
0,679 
0,865 
0,97*1 
1 
0,89001*50919 
0,5549774540 
0,6520280871 
0,3479719129 
0,5681538994 
0,4785959886 
0,2373270617 
0,4683136289 
0,3596286148 
0,1720577563 
0,4174825630 
0,3827092501 
0,2790876062 
0,1294618622 
0,3623866336 
0,3149075568 
0,2211510484 
0,1015547611 
0,3303437555 
0,3117332740 
0,2611335236 
0,1804958263 
0,0814654983 
0,2954895955 
0,2687367313 
0,2194133431 
0,1497942733 
0,0665660569 
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Tabel 2B 
Coëfficiënten voor GAUSS-integratie, t. in tvee decimalen 
n + t. w. 
- «3 J 
2 0,58 1 
3 0 0,8755832912 
0,77 0,5622083544 
4 0,3** 0,6510683761 
0,86 0,3^89316239 
5 0 0,5652007082 
0,54 0,U86011767U 
0,91 0,2313878782 
6 0,24 0,4694282398 
0,66 0,355^559718 
0,93 0,1751157881» 
7 o 0,^087667652 
0,40 0,3816431469 
0,74 0,2855469914 
0,95 0,1284264790 
8 o;i8 0,3612315197 
0,53 0,3221781303 
0,80 0,2153411620 
0,96 0,1012491880 
9 o 0,3274777490 
0,32 0,3073797883 
0,61 0,2682840654 
0,84 0,1834544443 
0,97 0,0771428275 
10 0,15 0,2961081705 
0,43 0,2629739592 
0,68 0,2327488973 
0,87 0,1382731649 
0,97 0,0698958081 
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Tabel 2C 
Coëfficiënten voor GAUSS-integratie, t. in één decimaal 
n + t. w. 
- J 3 
2 0,6 1 
3 0 0,9583333333 
0,8 0,5208333333 
k 0,3 0,6620370370 
0,9 0,3379629630 
5 0 0,li855967078 
0,5 0,5000000000 
0,9 0,25720161*61 
6 0,2 0,1*720538721 
0,7 0,3537037037 
0,9 0,17^ 21*21*21*2 
7 0 0,31*68607902 
0,1* O tUl6Ul69l6 
0,7 0,1535029596 
0,9 0,231 U21+9536 
8 0,2 0,373201*8375 
0,5 0,2679225536 
0,8 0,2981*669651 
1,0 0,0601*0561*37 
9 0 0,158531*1956 
0,3 0,1*376836828 
0,6 0,1313711355 
0,8 0,2917^96965 
1,0 0,0599283873 
10 0,1 0,231*3786186 
0,1; 0,3291605511* 
0,7 0,25316871*79 
0,9 0,1527^16297 
1,0 0,0305501*521* 
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Bijlage 3 
Het toepassen van een eindcorrectie in tabel 1 
Wanneer men kan beschikken over de hogere afgeleiden van de te integreren 
functie, of een goede schatting van de afgeleiden, is het mogelijk door een 
eenvoudige correctie de nauwkeurigheid van de integratie-regels uit tabel 1 
aanzienlijk te verhogen. 
Dit wordt voor het geval k = 1 nader uitgewerkt. Hiertoe wordt eerst £ 
berekend. Het integratie-interval zij [0,h ] , laat de ordinaten van de eind-
punten y« en y1 zijn. Neem aan, dat de volgende ontwikkeling van een functie 
in een Taylorreeks geldig is: 
2 2 3 3 
f(x+th) = f(x) + th.f'U) + i — - f"(x) + ^ T - f"'(x) + ... (1) 
waarbij het verschil tussen linker- en rechterlid van (1) willekeurig klein 
kan worden gemaakt door aan de rechterzijde een voldoend aantal termen in 
rekening te brengen. VJil men het lihkerlid naar x differentiëren of inte-
greren, dan is het geoorloofd, daartoe het rechterlid term voor term te be-
werken; 
ïïu moet worden berekend: 
h 
£ 
*"
 w0 " T 
0 
n 
= ft (y0 + y^ - j f(x) dx = s - s (2) 
Dit kan gebeuren door alle termen van £ te ontwikkelen in een macht-
reeks in het punt x = 0. Door in (1) respectievelijk h = 0 en h = 1 in te 
vullen volgt er bij x = 0: 
y0 = yo
 2 3 
y i = yo + h y ô + lry5 + l r y S , + <3) 
Door integratie van (1) komt er: 
1r h 
S = h. f(0 + th)dt = f(u) du 
t=0 u£p 
ff
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2 3 
S = h v + — V* + — v" + .... (h) 
y0 21 y0 3! '0 K } 
îïu worden (3) en (h) in (2) ingevuld, waardoor een reeksontwikkeling 
voor e ter plaatse x = 0 ontstaat. Breekt men de reeks af bij de eerste term, 
die niet identiek gelijk is aan nul, dan blijkt: 
e = (£ h3 - £ h3).f"( e) = ^  h3 f"( e) o < e
 v< h 
welk resultaat reeds bekend was. 
Men kan vervolgens trachten nog meer begintermen van e te laten weg-
vallen door een wijziging f in S aan te brengen. Uit de huidige waarde 
van e blijkt, mede in verband met de wijze waarop E is berekend, dat "bij 
S een bedrag 
f = ! h3v" 
12 n y0 
moet worden bijgeteld. Echter blijkt door differentiatie van (1) naar x en 
vervolgens invullen hierin van x = 0 e n t = 1, dat: 
•
 A
 • • • 
Daarom nemen we m plaats van 8, de meuve schatter van S, namelxjk 
s'= \ h(y0 + y i) + ïjh2<y£-y;> (5) 
waarbij behoort de fout: 
£ 1 =
 - 7 2 Ö h 5 f ( I 0 ( e ) 0< 9
 x< h 
welke bij een niet al te grote waarde van h in absolute waarde kleiner zal 
zijn dan £. Past men de trapeziumregel op een aantal deelintervallen van 
hat integratie-interval toe, dan moeten de uitdrukkingen (5) worden ge-
sommeerd en er ontstaat: 
S * \ h(yQ + 2 7 l + 2y2 + + yn> + -^ h2(y^ - y£) (6) 
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de algemene trapeziumregel met eindcorrectie, waarbij: 
|e|^ j2ö h5n Mh als M^ = max. |f(it)(x)| in [ 0, nh] 
Aan de hand van de waarde £' zou S* met een bedrag c' kunnen worden ge-
corrigeerd. Hierdoor zouden gewijzigde uitdrukkingen (5) ontstaan, die bij 
sommatie leiden tot een gecorrigeerde vorm van (6). Zo doorgaande vindt men 
de formule van Euler-Maclaurin (STAITON, pag. 129). 
Wat in het bovenstaande is uitgewerkt voor de trapeziumregel, geldt ge-
heel analoog voor de overige integratiemethoden uit tabel 1. Het blijkt dat 
de correctieterm 6 gelijk is aan: 
* =ïï- h P (yo P" 1 )-4 P" 1 > ) 
waarin c, k en p worden gedefinieerd als in tabel 1. 
In het numerieke voorbeeld van paragraaf X zijn enkele eindcorrecties 
berekend. 
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Integratie 
over Ca,b], 
par. H 
y=f(x) 
fig-1 
Definitie 
bepaalde integraal, 
par. M 1 
to 
a=x0 x i 
y=f(x) 
t l t 2 ^ X2 b=xi 
fig. 2 
fig.3 
Middelwaardestelling 
uit de integraalrekening, 
par. UI 2 
64C.873/5 
f ig. 4 
Eers te 
rech thoekrege 
par. Y. 
sq l j 
yq 
y 
V^  
a a+ h 
2 
*3 
V4 
^ 5 
b=a+5h 
Tweede 
rechthoekrege l 
par. 3£ 
c 
yi 
i a 
y 
»h 
2 
^ 3 
f ig. 5 
.Vy l 
I 
^ 5 
3ia*5h 
> 
Trapeziumregel 
par. 3£ 
/ 
c i a • h 
f ig. 6 
t 3=a + 5h 
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